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要旨：関東森林管理局および中部森林管理局の国有林に所在するスギ，ヒノキまたはカラマツの人工林収穫試験地

毎木調査データ 87試験区 482回分を用い，非線形最小二乗法あるいは通常の線形回帰によって，Henricksen式，Stoffels
式，Näslund式，拡張相対成長式および修正ワイブル式の５種類の樹高曲線モデルへのあてはめを行った。バイアス，
平均二乗誤差平方根，赤池の情報量基準に加え，回帰係数の妥当性を考慮して評価した結果，全体としては Näslund
式のあてはまりが良好であるという通説の妥当性が確認された。また同時に，樹高曲線モデルによる精度の差はわず

かであることも再認識された。非線形最小二乗法ではなく，直線変換後の線形回帰で代用した場合の樹高の推定バイ

アスは，実用上それほど大きいものではないことが明らかになった。もともと通常の線形回帰であてはめることので

きる Henricksen式は，直線変換した Näslund式に匹敵する精度を示したことから，非線形最小二乗法が実行できない
場合において，第一の選択肢になるものと考えられた。 
キーワード：ヘンリクセン式・ネズルンド式・相対成長式・修正ワイブル式 
 
Abstract: As height-diameter model, Henricksen equation, Stoffels equation, Näslund equation, extended allometric equation and 
modified Weibull equation were tested using multi-site and multi-temporal data collected from 87 permanent experimental plots in 
national forests, Kanto and Chubu Regional Forest Offices. The fitness of five models was evaluated by mean error, RMSE and 
Akaike’s information criterion. The advantage of Näslund equation was acknowledged similar to previous study. And there was a 
slight difference of accuracy between five height-diameter models. Henricksen equation is a second accurate model after Näslund 
equation and is calculable with ordinary least-square method. Thus Henricksen equation is alternative option if nonlinear least-
squares method is not available. 
Key-word:  Henricksen equation, Näslund equation, allometric equation, modified Weibull equation 

Ⅰ はじめに 
能率がよく高精度な測高器が比較的安価に入手できる

ようになって久しい。しかし実務上の毎木調査において

は全ての立木の樹高を実測することは稀であり，樹高を

実測しなかった立木の樹高は，樹高曲線を介して胸高直

径から推定することが多い。測樹学分野では，過去さま

ざまな樹高曲線のモデルが用いられ，例えば西沢（５）

には 19 種類，説明変数として林齢を追加したモデルを
含めると実に 25種類もの樹高曲線式が紹介されている。
これらさまざまな樹高曲線モデルの中では，Näslund 式
のあてはまりが相対的にやや良好であることが知られて

いる（３，６，４）。しかしながら，前二者の先行研究は，

コンピュータが普及する以前の時代のもので，本来は曲

線であるモデルを直線変換する方法であてはめが行われ

た可能性が高い。また三者とも特定の地域の，比較的少

数の事例データから得られた結果である。さらに，比較

対象になった樹高曲線モデルには，森林生態学分野で多

用される拡張相対成長式が含まれていないなど，再検討

の余地が残されているといえる。 
本研究では，多地点で多時期に収集された同齢単純林

の毎木調査データを用い，非線形最小二乗法あるいは直

線変換によって，いくつかの代表的な樹高曲線モデルへ

のあてはめを行う。この結果から，RMSEやAICなどを
モデル評価基準として，各樹高曲線モデルやあてはめ方

法の妥当性を比較検討することを目的とする。 
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Ⅱ 資料と方法 
１．毎木調査データ 樹高曲線のあてはめには，関東

森林管理局および中部森林管理局の国有林に所在するス

ギ，ヒノキまたはカラマツの人工林収穫試験地（１）の

毎木調査データを用いた。収穫試験地では原則として毎

回全ての立木の樹高が実測されているが，樹高が抽出測

定にとどまった調査回もあり，樹高の実測本数率が 95％
以上の調査回を解析対象とした。目的樹種以外の侵入樹

種や枯死木は除外した。一方，試験地内に散見される梢

端折れ，幹折れ被害木や被圧木は，そのような被害木や

劣勢木が多少とも混在するのが現実の人工林であること

から，生立木であれば除外せずに解析に供した。結果と

して採用したデータセットは 87 試験区の 482 回分で，
調査本数の合計は 130,171 本である。採用した試験区の
面積は 0.075～0.4ha，平均 0.18ha，調査時の林齢は 5～102
年，平均 43年，各調査回の調査本数は 61～939本，平均
270本であった。 
２．樹高曲線モデル 前述の 482回分のデータセット
に対し，以下の５種類の代表的な樹高曲線モデルをあて

はめた。 
H = a + b log D       (1) 

H = a D b     (2) 
H = ( D / ( a + b D ) )2    (3) 

H = 1 / ( 1 / (a D b ) + 1 / c )      (4) 
H = a ( 1 – exp ( -b D c ) )    (5) 

ここで Hは樹高(m)，Dは胸高直径(cm)，a～cは回帰
係数である。 
モデル(1)～(3)はそれぞれ Henricksen 式，Stoffels 式，

Näslund式と呼ばれ，（３，４，６）がいずれも比較検討
の対象とした，測樹学分野での代表的な樹高曲線式であ

る。モデル(2)は単純相対成長式でもある。モデル(4)は拡
張相対成長式と呼ばれ，森林生態学分野で多用されてい

る。モデル(5)は修正ワイブル式（８）と呼ばれる成長曲
線の一種であるが，樹高曲線としても用いられる（２）。

このモデル(5)について Thomas（７）はVon Bertalanffyの
式と密接な関係があるモデルとし，モデル(4)との比較を
行っている。モデル(4)の係数 cおよびモデル(5)の係数 a
は樹高の上限を表す係数である。 
３．樹高曲線のあてはめ方法 比較する樹高曲線はい

ずれも曲線であり，モデル(1)以外は通常の線形回帰では
あてはめることができない。モデル(2)～(5)のあてはめは，
統計解析ソフトウェア R の minpack.lm パッケージに含
まれる nls.lm 関数を用い，Levenberg-Marquard 法による
非線形最小二乗法で実行した。また比較のため，モデル

(2)と(3)は以下に示す一次式それぞれ(2) ´と(3)´に変換し，
通常の線形回帰を行う旧来の方法も同時に行った 

log H = log a + b log D      (2)´  / √ = a + b      (3)´ 

ここで各記号の意味は，式(1)～(5)と同じである。 
３．モデル評価基準 得られた樹高曲線の評価基準と

して，以下の(6)～(8)式でそれぞれ定義される平均誤差
Bias，平均二乗誤差平方根 RMSE，赤池の情報量基準AIC
を用いた。 Bias =  ∑( ℎ − ℎ) /     (6) 

 RMSE = ∑(ℎ − ℎ) /     (7) 

 AIC =   log   ( ∑(ℎ − ℎ)  /  ) + 2    (8) 

 ここで，hは実測樹高，ℎは推定樹高，nは本数，pは
モデルのパラメーター数である。 

Biasが正の場合は推定樹高が過大推定，逆に負の場合
は過小推定であることを表す。RMSEは小さいほど推定
精度が高いことを示す。AICはパラメーター数を加味し
たうえで，相対的に小さいほど良好なモデルであること

を意味する。なお，モデル(2)´と(3)´については，それぞ
れ得られた回帰係数を直線変換前のモデル(2)および(3)
に代入し，元の単位での樹高の推定誤差を算出した。 
 
Ⅲ 結果と考察 
 １．あてはめ方法による違い 482 回分のデータセッ
トに対し，５種類の代表的な樹高曲線をあてはめたとき

の BiasおよびRMSEを表－１に示す。 
まず，非線形最小二乗法と直線変換による線形回帰に

よる違い，すなわちモデル(2)と(2)´，モデル(3)と(3)´の相
違に着目する。RMSEの平均は，モデル(2)と(3)ともに約
1.1mであり，それぞれ対応する直線変換モデル(2)´や(3)´
との間にも大きな違いはなかった。 
一方Biasは，モデル(2)と(3)がそれぞれ0.002m，-0.001m
と極めてゼロに近いのに対し，モデル(2)´と(3)´はそれぞ
れ-0.041m，-0.062mと，やや過小推定の傾向を示してい
た。これは直線変換に伴う偏りであり，当然ながら非線

形最小二乗法によるほうが，データに対して，よりあて

はまりのよい樹高曲線が得られるといえる。もっとも，

この偏りは今回検討したデータの範囲では，平均で-0.1m
以内，最悪のケースでもモデル(2)´で-0.232m，モデル(3)´
で-0.376mであった。したがって，樹高の測定値自体の不
確実性を考慮すれば，とりわけ実務上の森林調査におい

ては大きな問題ではない，という解釈もありうる。 



 

 － 139 －  

関東森林研究 68-2(2017) 

２．樹高直線モデルによる違い 次に通常の線形回帰

であてはめ可能なモデル(1)，および非線形最小二乗法で
あてはめたモデル(2)～(5)の差異に着目する（表－１）。
モデル(1)は通常の線形回帰で求めており，Biasはゼロで
ある。またモデル(2)～(5)の Bias も極めてゼロに近かっ
た。 

RMSEの比較では，モデル(4)が1.073mで最も小さく，
次いで(5)，(3)，(1)，最も RMSEが大きいのはモデル(2)
で 1.100mであった。モデル(4)と(2)の差は 0.027mに過ぎ
なかった。高田（６）は樹高曲線モデルによる精度の差

は微小であること，また梶原（３）は Henricksen 式と
Näslund 式の精度の差は極めて小さいことを指摘してい
る。本研究の結果は，多地点・多時期の豊富なデータセ

ットから，これらの報告を追認したものといえる。 
もう一つの評価基準であるAICについては，その平均
値を比較することには意味がないので，482 の各データ
セットにおいて，AICが小さいほうから各モデルに１～
５位の順位付けを行い，その 482回分の平均順位を表－
２に示した。全体としては，平均順位が高いのはモデル

(3)～(5)，次いでモデル(1)，平均順位が最も低いのはモデ
ル(2)であった。前述のとおり，RMSEの比較ではモデル
(4)や(5)がやや優位であったが，パラメーター数を加味し
た AIC ではモデル(3)～(5)がほぼ同等であると評価され
た。 
さらに，樹種や平均樹高クラスによって区分して比較

すると（表－２），樹種別では全体と同じ傾向であった。

平均樹高クラス別では，10m未満のクラスではモデル(3)
よりもモデル(4)や(5)が優位，スギの 30m以上やヒノキ・
カラマツの 20m 以上では，モデル(4)や(5)よりもモデル
(1)や(3)のほうが優位といった特徴がみられた。 
３．回帰係数の妥当性 データセット 482回分のうち

12例，本数では 26本に過ぎないが，モデル(3)は小径木
に負の樹高推定値を与えるケースがあった。また，前述

の通り，モデル(4)と(5)には最大樹高を示すパラメーター
があるが，非線形最小二乗法によるあてはめの結果，そ

のパラメーターが非現実的な値に収束するケースが散見

された。すなわち，モデル(4)の回帰係数 cが 100以上で
あったのが 59例，モデル(5)の回帰係数 aが 100以上で
あったのが 34例あった。特にモデル(4)は全体の 10%以
上において回帰係数 cが 50以上であり，平均樹高が 10m
未満の範囲を中心に c が 10 万以上の値に収束したのが
29 例あった（図－１）。これは同齢単純林の場合，若齢
時は胸高直径と樹高との関係が，上に凸の飽和曲線より

も直線関係に近いためではないかと推察される。 
 

 
図－１．平均樹高と拡張相対成長式の係数 cとの関係 
Fig.1 Relationship between mean height and parameter c of 

extended allometoric equation 
 
Ⅳ まとめ 
前述のように，パラメーター数の違いを加味した場合，

５種類の樹高曲線モデルの中では，全体として Näslund
式，拡張相対成長式および修正ワイブル式の３種類が高

く評価された。平均樹高が 10m以下の範囲では，AICに
よる Näslund 式の評価が低くなった一方，拡張相対成長
式および修正ワイブル式の最大樹高を表すパラメーター

が非現実的な値に収束する場合があった。また，樹高の

高い範囲では拡張相対成長式や修正ワイブル式よりも

Näslund式が優位であった。 
以上の検討から，多地点・多時期のデータセットと非

線形最小二乗法の下でも，全体的にみて Näslund 式のあ
てはまりが良好であるという通説の妥当性が確認された。

また同時に，高田（６）や梶原（３）が指摘した通り，

特に実用上，樹高曲線モデルによる精度の差はわずかで

あることも再認識された。 
非線形最小二乗法が実行できない環境において，直線

変換で代用した場合の推定バイアスは，同じく実用上そ

れほど大きいものではないことも明らかになった。表－

１のモデル(1)と(2) ´との違いに着目すると，RMSEに大
差はなく，BiasはHenricksen式のほうが小さい。もとも
と通常の線形回帰であてはめることのできる Henricksen
式は，非線形最小二乗法が実行できない場合において，

第一の選択肢になるものと考えられた。 
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表－１．各樹高曲線モデルにおける Biasと RMSE 

Table 1 Biases and RMSEs in five height-diamater models 

 

 
表－２．AICのモデル別平均順位 

Table 2 Average rank of Akaike's Information Criteria by five models 

 

モデル
平均 最大 最小 平均 最大 最小

(1) 0.000 0.000 0.000 1.090 3.252 0.041
(2) 0.002 0.032 -0.003 1.100 3.251 0.113
(3) -0.001 0.016 -0.051 1.085 3.257 0.036
(4) -0.001 0.006 -0.021 1.073 3.251 0.028
(5) 0.000 0.008 -0.008 1.074 3.251 0.029
(2)′ -0.041 0.002 -0.232 1.107 3.254 0.119
(3)′ -0.062 0.000 -0.376 1.088 3.264 0.036

(N=482) 

Bias(m) RMSE(m)

(1) (2) (3) (4) (5)
全 体 173 3.2 3.7 2.7 2.5 2.8
＜10m 45 4.4 3.0 3.6 2.0 2.0
＜20m 58 2.7 4.0 2.6 2.6 3.1
＜30m 57 3.0 4.2 2.2 2.6 2.9
≧30m 13 1.9 2.9 2.5 3.7 3.9
全 体 181 3.1 3.8 2.7 2.7 2.8
＜10m 42 3.5 3.1 4.0 2.2 2.3
＜20m 100 3.1 4.3 2.2 2.6 2.7
≧20m 39 2.7 3.3 2.4 3.2 3.3
全 体 128 3.0 3.8 2.6 2.8 2.8
＜10m 25 3.4 3.3 3.9 2.1 2.2
＜20m 62 3.0 4.0 2.4 2.9 2.8
＜30m 39 2.8 3.9 2.1 3.1 3.1
≧30m 2 1.5 3.5 1.5 4.0 4.5

樹種計 クラス計 482 3.1 3.8 2.7 2.7 2.8

カラマツ

モデル平均樹高
クラス

データ
セット数

樹　種

ス　ギ

ヒノキ


